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Obiettivi formativi e risultati di apprendimento attesi

OBIETTIVI FORMATIVI:

Introdurre alle conoscenze di base del Calcolo delle Variazioni e far acquisire metodologie
teoriche e competenze computazionali per trattare problemi di minimizzazione in alcuni
problemi variazionali in R"n.

Lo/a studente/ssa, a fine corso, avra appreso nozioni relative a:
Italiano
- Equazioni di Eulero Lagrange

- Variazione prima e variazione seconda, variazioni a estremita libere

- Applicazione e Trasformata di legendre

- Principi variazionali di Hamilton, Maupertuis

- Caratterizzazione degli invarianti integrali relativi completi

- Esistenza di orbite periodiche su livelli di energia convessi tramite metodi variazionali
-spaziHM eh 1suT

LEARNING OUTCOMES:

To introduce to basic knowledge in the calculus of variations. To acquire theoretical
Inglese methodologies and computational skills to treat minimizing problems in appropriate
variational problems in R"n.

KNOWLEDGE AND UNDERSTANDING:
Students will learn notions such as

Euler Lagrange equations

first and second variations

variations with free endpoints
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Prerequisiti
Analisi reale in una e piu variabili con particolare attenzione alla differenziabilita, e
allintegrazione, equazioni differenziali. Si vedano i programmi dei corsi di analisi 1,2,3,4
ltaliano In particolare nozioni sulle forme differenziali (1 e 2-forme soprattutto, e pull-back)
Real analysis with particular emphasis on differential calculus in more than one variable,
integration theory, differential equations..See Analysis 1,2,3,4
Inglese Fundamental notions on 1 and 2 differential forms, pull-backs, closed and exact forms..
Programma
Analisi 5
Programma
. Primo mese:
Italiano
Intro, richiami e oggetti di base:
- Introduzione generale ed esempi (il problema di Didone, la brachistocrona, superfici
minime, geodetiche su una varietd Riemanniana).
**Mathematical Analysis 5**
*Program:**
Inglese
First Month:
**Introduction, background and fundamental concepts:**
* (General intrndiictinn and examnlec (the nrahlem nf Didn the hrachictnchrone minimal
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Modalita di valutazione

[ ] Prova scritta

Prova orale

[ ] Valutazione in itinere
[] Valutazione di progetto
[ ] Valutazione di tirocinio
[ ] Prova pratica

[ ] Prova di laboratorio

Descrizione delle modalita e dei criteri di verifica dell’apprendimento

Italiano

Inglese

L'esame consistera in una prova orale nella quale il/la candidato/a dovra dimostrare di
conoscere definizioni,

teoremi, le dimostrazioni presentate in classe, ed essere in grado di saperle elaborare e
combinare in maniera originale.

La prova di esame sara valutata secondo i seguenti criteri:

Non idoneo: importanti carenze e/o inaccuratezza nella conoscenza e comprensione degli
argomenti; limitate capacita di analisi, sintesi e autonomia di giudizio.

The examination consists in an oral test in which the candidate must demonstrate
knowledge of definitions, theorems,
and proofs presented in class, and be able to process and combine them in an original way.

The exam will be evaluated according to the following criteria:

"Non idoneo": major gaps about knowledge and understanding of the topics:
limited abilities of synthesis, analysis and autonomy of judgment

18-20: barely sufficient knowledge and understanding of the topics, eventually with
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Testi adottati

Italiano

Inglese

Bibliografia di riferimento

Calculus of variations, with additional notes and exercises. R. Courant (revised by J.

. Moser).
Italiano )

Selected chapters in the calculus of variations, J. Moser, Lecture Notes in Mathematics,
ETH Zurich

Inglese
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Modalita di svolgimento

Modalita in presenza
[ ] Modalita a distanza

Descrizione della modalita di svolgimento e metodi didattici adottati

Gesso e lavagna

Italiano

Blackboard and chalk

Inglese

Modalita di frequenza

(® Frequenza facoltativa
QO Frequenza obbligatoria

Descrizione della modalita di frequenza

Italiano

Inglese
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	tb_denominazione_mod_ita: 
	tb_denominazione_mod_eng: 
	tb_obiettivi_ita: OBIETTIVI FORMATIVI: 
 Introdurre alle conoscenze di base del Calcolo delle Variazioni e far acquisire metodologie teoriche e competenze computazionali per trattare problemi di minimizzazione in alcuni problemi variazionali in R^n. 

Lo/a studente/ssa, a fine corso, avrà appreso nozioni relative a:

- Equazioni di Eulero Lagrange
- Variazione prima e variazione seconda, variazioni a estremità libere
- Applicazione e Trasformata di legendre
- Principi variazionali di Hamilton, Maupertuis
- Caratterizzazione degli invarianti integrali relativi completi
- Esistenza di orbite periodiche su livelli di energia convessi tramite metodi variazionali
- spazi H^1 e h_1 su T


CAPACITÀ DI APPLICARE CONOSCENZA E COMPRENSIONE:
Al termine del processo di apprendimento si richiede di riconoscere gli ambiti di applicabilità
dei concetti, dei metodi e delle tecniche descritte a lezione, e applicare gli stessi al fine di
elaborare correttamente risposte a quesiti teorici, o risolvere esercizi di tipo computazionale.

AUTONOMIA DI GIUDIZIO:
Al termine del processo di apprendimento si richiede di saper utilizzare le conoscenze
acquisite per comprendere e valutare in maniera critica questioni teoriche e computazionali
legate ai concetti presentati a lezione.

ABILITÀ COMUNICATIVE:
Al termine del processo di apprendimento si richiede di saper illustrare con proprietà di
linguaggio e correttezza formale, sia in modo sintetico che dettagliato, i concetti matematici
presentati a lezione.

CAPACITÀ DI APPRENDIMENTO: Al termine del processo di apprendimento si richiede di
saper leggere, comprendere e rielaborare in maniera critica, il contenuto di manuali di calcolo delle variazione e di semplici articoli di ricerca.



	tb_obiettivi_eng: 



LEARNING OUTCOMES:
To introduce to basic knowledge in the calculus of variations. To acquire theoretical methodologies and computational skills  to treat minimizing problems in appropriate variational problems in R^n.

KNOWLEDGE AND UNDERSTANDING:
Students will learn notions such as
Euler Lagrange equations
first and second variations
variations with free endpoints
variational principles of Hamilton, Maupertuis, least action
variational caracterization of integral invariants
periodic orbits on convex energy surfaces
H^1 and h_1 spaces on T

APPLYING KNOWLEDGE AND UNDERSTANDING:
At the end of the learning process, it is required to be able to recognize the areas of
applicability of the concepts, methods, and techniques described in the lectures, and apply
them to correctly answer theoretical questions or solve computational exercises.


MAKING JUDGEMENTS:
At the end of the learning process, it is required to use the acquired knowledge to
understand and critically evaluate theoretical and computational issues related to the
concepts presented in the lectures.

COMMUNICATION SKILLS:
At the end of the learning process, it is required to be able to illustrate with proper language
and formal correctness, both synthetically and in detail, the mathematical concepts
presented in the lectures.

LEARNING SKILLS:
At the end of the learning process, it is required to be able to read,
understand and critically process the content of Calculus of variation textbooks, as well as
simple research articles.




	tb_prerequisiti_ita: Analisi reale in una e più variabili con particolare attenzione alla differenziabilità, e all'integrazione, equazioni differenziali. Si vedano i programmi dei corsi di analisi 1,2,3,4
In particolare nozioni sulle forme differenziali (1 e 2-forme soprattutto, e pull-back) 

	tb_prerequisiti_eng: Real analysis with particular emphasis on differential calculus in more than one variable, integration theory, differential equations..See Analysis 1,2,3,4
Fundamental notions on 1 and 2 differential forms, pull-backs, closed and exact forms..
	tb_programma_ita: Analisi 5 

Programma:

Primo mese: 

Intro, richiami e oggetti di base:

- Introduzione generale ed esempi (il problema di Didone, la brachistocrona, superfici minime, geodetiche su una varietà Riemanniana).
- Richiami di geometria differenziale e topologia:
. immersioni di un aperto di R^2 in R^3 ed embedding, l’immersione canonica ed esempi di immersioni che non sono embedding. 
. Definizioni di Spazio tangente e cotangente a un aperto di R^n, natura tensoriale intrinseca di vettori e forme lineari. 
- Funzionali di Lunghezza ed Energia di una curva su una varietà immersa. Funzioni assolutamente continue e C^1 a tratti. 
La norma^2 dell’applicazione tangente: apparizione della metrica Riemanniana. Formulazione dei funzionali di lunghezza ed Energia in termini di metrica riemanniana. Isometrie e cambiamenti di parametrizzazione o il perché la scelta di minimizzare l’energia invece della lunghezza.

Calcolo delle variazioni in un aperto di R^n:

- Lo spazio delle curve C^0 e C^1 a tratti. Il fibrato tangente e la Lagrangiana dipendente esplicitamente dal tempo. Cammini minimali, Esempio di Funzionale inferiormente limitato ma che non ammette minimo. Definizione di variazione di un cammino e di estremale.
Equazioni di Eulero-Lagrange in forma integrale. Lemma di Erdmann (o primo lemma fondamentale del Calcolo delle variazioni). Definizione di differenziabilità di Fréchet e di Gateaux su spazi di Banach. Continuità e limitatezza per operatori lineari su spazi di Banach. 
- Segmenti geodetici. Teorema di Regolarità (se la metrica è di Classe C^k, lo sono anche i segmenti geodetici). Definizione di Lagrangiani regolari e applicazione di Legendre. Conseguenze. Lagrangiani regolari implicano regolarità degli estremali. 
Equazioni di Eulero-Lagrange per Lagrangiani regolari. Secondo lemma fondamentale del Calcolo delle Variazioni.

Secondo mese:

- Variazioni interne. Prima apparizione della conservazione dell’Energia. 
- L’equazione delle geodetiche e il campo vettoriale associato sul Tangente del Fibrato Tangente. Definizione di geodetiche. Le geodetiche sono percorse con velocità costante. I segmenti geodetici sono anche gli estremi dell’integrale di lunghezza. Invarianza delle equazioni di E-L per diffeomorfismi, i.e. naturalità di L rispetto al pull-back. 
- Condizione necessaria per esistenza di minimi: la condizione di Legendre
- Fenomeni legati alla non regolarità di L: non suriettività, invarianza di gauge e vincoli, lagrangiani positivamente omogenei in \dot q, non iniettività. 
Regolarità delle classi di cammini considerate, variazioni forti e variazioni deboli, minimi forti e minimi deboli: esempio di funzionale con minimo debole ma non forte.
- Il flusso geodetico e il fibrato unitario. Il flusso geodetico sul toro piatto T^2 e la sua geometria. Caratterizzazione dinamica e topologica delle geodetiche sul toro. 

Il calcolo fondamentale: variazione a estremità libere

- Il calcolo fondamentale: La variazione del funzionale di azione a estremità libere e sue conseguenze. Il primo teorema di Noether. Conservazione del momento cinetico nel problema newtoniano degli N corpi come conseguenza dell’invarianza dell’azione di SO(2). 
Seconda conservazione dell’energia. Il secondo teorema di Noether per campi vettoriali dipendenti dal tempo. 
- Parentesi: il flusso di un campo vettoriale nonlineare, volumi e determinanti, variazione infinitesimale di volumi in R^n tramite flussi di campi. Divergenza di campi.
- La trasformata di Legendre intrinseca per L regolare. La trasformata di Legendre nel caso convesso. Esempi. 

Terzo mese:

- La stretta convessità (in senso C^2) di L implica la stretta convessità di H. 
- Il calcolo fondamentale nel mondo cotangente: la 1-forma di Liouville tautologica e l’invarinate integrale di Poincaré-Cartan. Variazione del funzionale di azione come differenza dei pull-back della 1-forma di Poincaré-Cartan. Teorema dell’invariata integrale di Poincaré-Cartan: lato Lagrangiano-Hamiltoniano. Il tensore impulso-enegia. 
- Invariati integrali relativi completi e loro caratterizzazione. Definizioni di derivata di Lie di una k-forma differenziale lungo un campo vettoriale, contrazione di una k-forma differenziale. Formula magica di Cartan.
- Definizione intrinseca dei campi vettoriali Hamiltoniani ed Equazioni di Hamilton, involutivi della trasformata di Legendre. 2-forma simplettica standard e gradiente simplettico. Il teorema dell’invariante integrale di Poincaré-Cartan: lato Hamiltoniano e invarianza della forma simplettica. 

 Caratterizzazione variazionale degli invariati integrali: il principio di Hamilton

- Definizione e caratterizzazione delle curve caratteristiche. 
- Principio variazionale di Hamilton. 
- Dimostrazione della formula magica di Carta tramite la variazione del funzionale di azione 

Invariante integrale di Poincaré e il principio variazionale di Maupertuis: tempo ed energia come variabili coniugate.

- Livelli regolari di energia, forma di Liouville indotta e caratterizzazione del nucleo del suo differenziale esterno.
- Teorema di Maupertuis.Teoremi degli Invarianti integrali  a energia fissata e a tempo fissato.

Un’Applicazione dei metodi variazionali: Esistenza di Orbite periodiche su ipersuperfici di energia.

- intro del problema. Campi hamiltoniani sullo stesso livello di energia, campi paralleli. 
- Dimostrazione del Teorema di Rabinowitz e Weinstein: l’Esistenza di un’ orbita periodica su un livello di energia che è il bordo C^2 di una regione compatta e strettamente convessa di R^2n. 

	tb_programma_eng: 
**Mathematical Analysis 5**

**Program:**

First Month:

**Introduction, background and fundamental concepts:**

* General introduction and examples (the problem of Dido, the brachistochrone, minimal surfaces, geodesics on a Riemannian manifold).
* Background in differential geometry and topology:

  * Immersions of open subsets of ℝ² into ℝ³ and embeddings, the canonical immersion, and examples of immersions that are not embeddings.
  * Definitions of tangent and cotangent spaces of open subsets of ℝⁿ; the intrinsic tensorial nature of vectors and linear forms.
* Length and energy functionals of a curve on an immersed manifold. Absolutely continuous and piecewise C¹ functions.
  The squared norm of the tangent map: appearance of the Riemannian metric. Formulation of length and energy functionals in terms of the Riemannian metric. Isometries and reparametrizations, or why one chooses to minimize energy instead of length.

**Calculus of Variations in an open subset of ℝⁿ:**

* The space of continuous and piecewise C¹ curves. The tangent bundle and Lagrangians that explicitly depend on time. Minimal paths. Example of a bounded-below functional that does not admit a minimum. Definition of a variation of a path and of extremals.
  Euler–Lagrange equations in integral form. Erdmann’s lemma (or first fundamental lemma of the calculus of variations). Definitions of Fréchet and Gâteaux differentiability in Banach spaces. Continuity and boundedness of linear operators in Banach spaces.
* Geodesic segments. Regularity theorem (if the metric is of class Cᵏ, so are the geodesic segments). Definition of regular Lagrangians and the Legendre transformation. Consequences. Regular Lagrangians imply regularity of extremals.
  Euler–Lagrange equations for regular Lagrangians. Second fundamental lemma of the calculus of variations.

Second Month

* Internal variations. First appearance of energy conservation.
* The geodesic equation and the associated vector field on the tangent bundle. Definition of geodesics. Geodesics are traversed with constant speed. Geodesic segments are also extrema of the length integral. Invariance of the E-L equations under diffeomorphisms, i.e., naturality of L with respect to pullbacks.
* Necessary condition for existence of minima: Legendre condition.
* Phenomena related to non-regularity of L: non-surjectivity, gauge invariance and constraints, positively homogeneous Lagrangians in $\dot q$, non-injectivity.
  Regularity of the considered classes of paths, strong vs. weak variations, strong vs. weak minima: example of a functional with a weak minimum but no strong one.
* The geodesic flow and the unit tangent bundle. The geodesic flow on the flat torus T² and its geometry. Dynamical and topological characterization of geodesics on the torus.

**The Fundamental Calculus: Variation with Free Endpoints**

* The fundamental calculus: Variation of the action functional with free endpoints and its consequences. Noether’s first theorem. Conservation of angular momentum in the Newtonian N-body problem as a consequence of SO(2)-invariance of the action.
  Second conservation of energy. Noether’s second theorem for time-dependent vector fields.
* Interlude: flow of a nonlinear vector field, volumes and determinants, infinitesimal variation of volumes in ℝⁿ via flows of vector fields. Divergence of vector fields.
* The intrinsic Legendre transform for regular L. The Legendre transform in the convex case. Examples.

Third Month:

* Strict convexity (in the C² sense) of L implies strict convexity of H.
* The fundamental calculus in the cotangent world: the tautological Liouville 1-form and the integral invariant of Poincaré–Cartan. Variation of the action functional as the difference of the pullbacks of the Poincaré–Cartan 1-form. Theorem of the integral invariant of Poincaré–Cartan: Lagrangian–Hamiltonian side. The energy–momentum tensor.
* Complete relative integral invariants and their characterization. Definitions of the Lie derivative of a k-differential form along a vector field, and contraction of a k-form. Cartan’s magic formula.
* Intrinsic definition of Hamiltonian vector fields and Hamilton’s equations, involutivity of the Legendre transform. Standard symplectic 2-form and symplectic gradient. The Poincaré–Cartan integral invariant theorem: Hamiltonian side and invariance of the symplectic form.

**Variational Characterization of Integral Invariants: Hamilton's Principle**

* Definition and characterization of characteristic curves.
* Hamilton’s variational principle.
* Proof of Cartan’s magic formula via variation of the action functional.

**Poincaré Integral Invariant and Maupertuis' Variational Principle: Time and Energy as Conjugate Variables**

* Regular energy levels, induced Liouville form and characterization of the kernel of its exterior derivative.
* Maupertuis' theorem. Theorems of integral invariants at fixed energy and fixed time.

**An Application of Variational Methods: Existence of Periodic Orbits on Energy Hypersurfaces**

* Introduction to the problem. Hamiltonian vector fields on the same energy level, parallel fields.
* Proof of the Rabinowitz–Weinstein Theorem: existence of a periodic orbit on an energy level that is the C² boundary of a compact and strictly convex region in ℝ²ⁿ.



	cb_prova scritta: Off
	cb_prova_orale: Yes
	cb_val_itinere: Off
	cb_val_progetto: Off
	cb_val_tirocinio: Off
	cb_prova_pratica: Off
	cb_prova_lab: Off
	tb_mod_verifica_ita: L'esame consisterà in una prova orale nella quale il/la candidato/a dovrà dimostrare di conoscere definizioni,
teoremi, le dimostrazioni presentate in classe, ed essere in grado di saperle elaborare e
combinare in maniera originale.

La prova di esame sarà valutata secondo i seguenti criteri:

Non idoneo: importanti carenze e/o inaccuratezza nella conoscenza e comprensione degli
argomenti; limitate capacità di analisi, sintesi e autonomia di giudizio.

18-20: conoscenza e comprensione degli argomenti appena sufficiente con possibili
imperfezioni;  capacità di analisi, sintesi e autonomia di giudizio sufficienti.

21-23: Conoscenza e comprensione degli argomenti routinaria;
capacità di analisi e sintesi corrette con argomentazione logica coerente.

24-26: Discreta conoscenza e comprensione degli argomenti;
buone capacità di analisi e sintesi con argomentazioni espresse in modo rigoroso.

27-29: Conoscenza e comprensione degli argomenti completa;
notevoli capacità di analisi, sintesi. Buona autonomia di giudizio.

30-30L: Ottimo livello di conoscenza e comprensione degli argomenti;
notevoli capacità di analisi e di sintesi e di autonomia di giudizio. Argomentazioni espresse
in modo originale.
	tb_mod_verifica_eng: The examination consists in an oral test in which the candidate must demonstrate knowledge of definitions, theorems,
and proofs presented in class, and be able to process and combine them in an original way.

The exam will be evaluated according to the following criteria:

"Non idoneo": major gaps about knowledge and understanding of the topics:
limited abilities of synthesis, analysis and autonomy of judgment

18-20: barely sufficient knowledge and understanding of the topics, eventually with
imperfections. Sufficient ability of analysis and synthesis and autonomy of judgment.

21-23: Standard knowledge and understanding of the topics.
Correct ability of analysis and synthesis with logically coherent exposition.

24-26: Decent knowledge and understanding of the topics.
Good ability of analysis and synthesis with rigorous exposition.

27-29: Full knowledge and understanding of the topics.
Major ability of analysis and synthesis with good autonomy of judgment.

30-30L: Excellent knowledge and understanding of the topics.
Major ability of analysis, synthesis and autonomy of judgment. Original exposition
	tb_testi_ita: 
	tb_testi_eng: 
	tb_biblio_ita: 
Calculus of variations, with additional notes and exercises. R. Courant (revised by J. Moser).

Selected chapters in the calculus of variations, J. Moser, Lecture Notes in Mathematics, ETH Zurich

Weak KAM theory in Lagrangian Dynamics, A. Fathi

Symplectic invariants and Hamiltonian dynamics,  H. Hofer- E. Zehnder 

The Calculus of variations, B. Van Brunt, Springer

Introduction to smooth manifolds, J.M. Lee, Springer

Mathematical Methods of Classical Mechanics, V.I. Arnold, Springer

Topologie et Analyse fontionnelle, L. Schwarz

Analisi Non Lineare, Ambrosetti-Prodi
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